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Successioni mono`tone
Con il termine successioni mono`tone ci si riferisce alle successioni o
sempre crescenti o sempre decrescenti nel loro complesso. Queste
successioni ammettono sempre limite finito o infinito. La mono`tonia
di una successione, se unita alla limitatezza ne assicura la convergenza,
infatti abbiamo il:
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sempre crescenti o sempre decrescenti nel loro complesso. Queste
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di una successione, se unita alla limitatezza ne assicura la convergenza,
infatti abbiamo il:
Teorema
Se (an) e` crescente e superiormente limitata allora:
lim
n→∞ an = a
ove a = sup {an : n ∈ N} .
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Dimostrazione
Fissiamo ε > 0. Per la proprieta` dell’estremo superiore a−ε non e` mag-
giorante dell’insieme {an : n ∈ N} dunque esiste α ∈ {an : n ∈ N} ta-
le che a− ε < α. Ora α ∈ {an : n ∈ N} significa che esiste nε ∈ N tale
che α = anε e dunque abbiamo dimostrato che
a− ε < anε
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Dimostrazione
Fissiamo ε > 0. Per la proprieta` dell’estremo superiore a−ε non e` mag-
giorante dell’insieme {an : n ∈ N} dunque esiste α ∈ {an : n ∈ N} ta-
le che a− ε < α. Ora α ∈ {an : n ∈ N} significa che esiste nε ∈ N tale
che α = anε e dunque abbiamo dimostrato che
a− ε < anε
Ora per l’ipotesi di mono`tonia abbiamo che per ogni n ∈ N, n > nε e`
anε < an e allora abbiamo mostrato che per ogni n ∈ N, n > nε si ha
a− ε < an < a+ ε
che e` quanto volevasi dimostrare.
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Teorema
Se (an) e` decrescente e inferiormente limitata allora:
lim
n→∞ an = b
ove b = inf {an : n ∈ N} .
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Teorema
Se (an) e` una successione crescente e non limitata superiormente, al-
lora essa diverge positivamente. Se, invece (an) e` decrescente e non
limitata inferiormente, allora essa diverge negativamente.
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Il numero e
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Il numero e
La successione
an =
(
1 +
1
n
)n
e` strettamente crescente e superiormente limitata
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ora, applicando la disuguaglianza di Bernoulli vediamo che:
an+1
an
≥ n+ 2
n+ 1
·
(
1− n
n2 + 2n+ 1
)
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ora, applicando la disuguaglianza di Bernoulli vediamo che:
an+1
an
≥ n+ 2
n+ 1
·
(
1− n
n2 + 2n+ 1
)
=
2 + 3n+ 3n2 + n3
1 + 3n+ 3n2 + n3
> 1,
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ora, applicando la disuguaglianza di Bernoulli vediamo che:
an+1
an
≥ n+ 2
n+ 1
·
(
1− n
n2 + 2n+ 1
)
=
2 + 3n+ 3n2 + n3
1 + 3n+ 3n2 + n3
> 1,
dunque abbiamo provato che an+1 > an qualunque sia n e quindi la
monotonia della successione an.
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Proviamo la limitatezza, si ha:(
1 +
1
n
)n
=
n∑
m=0
(
n
m
)
1
nm
=
n∑
m=0
n · (n− 1) · · · (n−m+ 1)
m!
1
nm
.
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I fattori n · (n− 1) · · · (n−m+ 1) sono m, pertanto:
n · (n− 1) · · · (n−m+ 1)
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Per la formula per la somma dei primi m termini della progressione
geometrica troviamo:
(
1 +
1
n
)n
< 1 +
1− 1
2m
1− 1
2
< 1 +
1
1− 1
2
= 3.
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Per la formula per la somma dei primi m termini della progressione
geometrica troviamo:
(
1 +
1
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1− 1
2m
1− 1
2
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1
1− 1
2
= 3.
Abbiamo provato la limitatezza della successione an e, quindi, la sua
convergenza.
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(
1 +
1
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< 1 +
1− 1
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2
< 1 +
1
1− 1
2
= 3.
Abbiamo provato la limitatezza della successione an e, quindi, la sua
convergenza.
e ' 2, 71828182845904523536028747135266249775724709369995957.
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Teorema
Sia (an) una successione di numeri reali positivi tendente a +∞ allora
(i) lim
n→+∞
(
1 +
1
an
)an
= e (ii) lim
n→+∞
(
1− 1
an
)an
=
1
e
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La funzione esponenziale
Definiamo per x ∈ R il numero ex nel modo seguente:
ex = lim
n→∞
(
1 +
x
n
)n
(e)
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La funzione esponenziale
Definiamo per x ∈ R il numero ex nel modo seguente:
ex = lim
n→∞
(
1 +
x
n
)n
(e)
Si dimostra che il limite esiste per ogni x ∈ R
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Teorema Per ogni x ∈ R si ha
ex e−x = 1
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Teorema Per ogni x ∈ R si ha
ex e−x = 1
Osserviamo che (
1 +
x
n
)n (
1− x
n
)n
=
(
1− x
2
n2
)n
Quindi basta dimostrare che
lim
n→+∞
(
1− x
2
n2
)n
= 1
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Usando la disuguaglianza di Bernoulli otteniamo(
1− x
2
n2
)n
≥ 1 + n
(
−x
2
n2
)
= 1− x
2
n
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Ne segue che per n > −x vale
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(
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Ne segue che per n > −x vale
1 ≥
(
1− x
2
n2
)n
≥ 1− x
2
n
.
La successione
(
1− x2n
)
ha limite 1, quindi per il Teorema del con-
fronto
lim
n→∞
(
1− x
2
n2
)n
= 1
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Teorema
Il criterio del rapporto per le successioni
Sia (an) una successione a termini positivi tale che esiste il limite
lim
n→+∞
an+1
an
= ` < 1. (1)
Allora la successione (an) e` infinitesima.
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Teorema
Il criterio del rapporto per le successioni
Sia (an) una successione a termini positivi tale che esiste il limite
lim
n→+∞
an+1
an
= ` < 1. (1)
Allora la successione (an) e` infinitesima.
Dimostrazione. Applicando il teorema della permanenza del segno
alla successione
bn = 1− an+1
an
vediamo che esiste un indice m per cui bn > 0 per ogni n > m
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per tali scelte di n si ha
an+1
an
< 1 cioe` an+1 < an
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per tali scelte di n si ha
an+1
an
< 1 cioe` an+1 < an
Dunque la successione (an) e` definitivamente monotona decrescente,
e allora esiste il limite della successione (an) che e` un numero reale
non negativo, che indichiamo con a
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per tali scelte di n si ha
an+1
an
< 1 cioe` an+1 < an
Dunque la successione (an) e` definitivamente monotona decrescente,
e allora esiste il limite della successione (an) che e` un numero reale
non negativo, che indichiamo con a
allora segue che:
lim
n→+∞
an+1
an
=
a
a
= `
se fosse a 6= 0 semplificando si otterrebbe ` = 1 contro l’ipotesi
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In diretta conseguenza del teorema ora provato abbiamo:
Teorema
Sia (an) una successione a termini positivi tale che esiste il limite
lim
n→+∞
an+1
an
= ` > 1. (2)
Allora la successione (an) e` positivamente divergente.
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In diretta conseguenza del teorema ora provato abbiamo:
Teorema
Sia (an) una successione a termini positivi tale che esiste il limite
lim
n→+∞
an+1
an
= ` > 1. (2)
Allora la successione (an) e` positivamente divergente.
Dimostrazione. Basta applicare il teorema precedente alla successione
di termine generale αn =
1
an
